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跳变马尔可夫系统的最大混合相关熵状态估计
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摘 要： 依托于多模型框架的跳变马尔可夫系统状态估计的性能通常受限于多模型间的信息融合程度.本文以

交互式多模型方法为框架，针对跳变马尔可夫系统提出了一种基于最大混合相关熵的状态估计方法.为了能有效处理

模型高阶信息，在混合和融合步骤引入最大混合相关熵测度替代常规的二阶统计矩准则，设计了关于系统状态的代价

函数，通过最优化该函数得到状态估计的迭代解.仿真实验详尽展示了所提方法的主要特征，并表明其在高斯和非高

斯噪声环境下都具有较好的估计效果.
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Maximum Mixture Correntropy State Estimation for
Jump Markov Systems
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Abstract： State estimation for jump Markov systems based on multiple models is usually influenced by the quality of
model fusion. In this article, we propose a novel state estimation approach for the jump Markov systems based on the maxi⁃
mum mixture correntropy criterion (MMCC). The proposed approach is implemented within the framework of the interact⁃
ing multiple models. To capture high order information from multiple models, we utilize the MMCC instead of second-or⁃
der statistical measures at the mixing and fusion stages, respectively. Two cost functions with respect to the system state at
different stages are designed and optimized to yield the resultant iterative solutions. Extensive simulated results present the
feature of the proposed MMCC based approach, and prove its efficacy for both Gaussian and non-Gaussian cases.
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1 引言

近几十年来，基于随机状态空间模型的滤波状态

估计问题一直是学界和工程界一个热门的研究课题，

它在导航、姿态估计、交通控制、定位及计量金融等诸

多领域［1~6］拥有着广泛而深入的应用，迄今为止已呈现

出很多理论及应用成果 . 尽管如此，从一定程度和特定

场景分析，随机状态空间模型本质上仍无法很好地应

对实际应用中可能存在的模型不确定问题 .
模型不确定通常指代由于先验知识缺乏或实际工

作系统存在摄动而无法准确设置或动态调整相应的模

型参数，这类问题在实际应用中广泛存在，它会对系统

的状态估计性能产生较大的负面影响 . 相对于随机状

态空间模型，跳变马尔可夫系统［7~9］因能较好处理模型

不确定问题，受到相关领域越来越多研究者的青睐 . 由
于跳变马尔可夫系统存在系统模态的跳变，因此它的

最优全假设求解数量会随时间指数增长，最终导致计

算量过大而无法应用于实际场合 . 许多次优化的解决

方案由此被陆续提出，主流的次优化解决方法有自主

多模型［10］、广义伪贝叶斯［11］、交互式多模型［12］以及依

托采样机理的滤波器［13，14］等 . 特别地，交互式多模型由
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于在计算开销和估计精度上拥有较好的折中，相比其

他多模型方法较为优越［15］，受到了更多研究者的关注

和使用 . 但大部分基于交互式多模型框架的状态估计

方法的一个固有缺陷是在涉及基于高斯分布假设的模

型混合和融合过程中，为了得到简化求解，只保留用以

刻画高斯分布特征的均值和协方差阵，忽略并丢弃了

可能存在的高阶模型信息，这在一定程度上会降低状

态估计的精度，并随着高斯假设准确性及合理性的削

弱而进一步降低 . 与此同时，目前相当数量依托交互式

多模型框架的状态估计方法，主要从最小化信息增益、

弱化模型竞争、模型权值调整、模型转移概率优化和模

型变结构等指标入手对交互式多模型方法进行深入改

进及拓展［16~21］，以提升跳变马尔可夫系统的状态估计

性能，但在处理多模型信息时大都采用基于二阶统计

矩的方法，缺乏对模型高阶信息的妥善利用和处理 .
最近，一种名为相关熵的源于信息理论的测度由

于其在信息理论学习［22，23］和自适应滤波领域［24~26］对于

非高斯数据学习体现出较好的鲁棒性而受到相关研究

者的注意，并将该概念引入到了随机状态空间模型的线

性和非线性滤波估计问题中［27~30］. 其中，文献［27］创新

性地提出用最大相关熵测度替代传统的最小均方根误

差准则，并以此为优化目标函数推导并设计了最大相关

熵卡尔曼滤波器，它为后续基于相关熵测度概念的在线

滤波估计方法奠定了基本框架 . 除此之外，基于相关熵

测度的滤波器也已成功应用于 INS/GPS组合导航［31］和
姿态确定［32］等实时应用领域 . 以上所述基于相关熵测

度的滤波器都被证明在受非高斯噪声影响的状态估计

中具有良好的鲁棒性，这些成果为本文研究涉及模型不

确定问题的多模型状态估计提供了一个可能的解决

思路 .
本文研究工作的贡献主要在于以下两方面 . 一、与

现有利用最大相关熵建立滤波估计体系的优化准则不

同，本文创新性地将相关熵测度的概念引入到了多模

型估计的框架之中 . 区别于其他方法［33，34］将H∞滤波、

学生 t分布假设滤波等鲁棒化滤波方法直接嵌入到多

模型框架体系中模型条件滤波这一步骤，本文基于相

关熵设计了一种形式上类似于最新提出的混合相关

熵概念［35］的测度，并将其作为多模型间混合（交互）和

融合的优化准则进行信息融合求解 . 这与现有状态估

计领域中的相关熵滤波方法对于相关熵概念的使用

是有本质区别的 . 二、本研究工作克服了先前提到的

交互式多模型缺失高阶模型信息而导致估计精度下

降的缺陷，从而提高了跳变马尔可夫系统在高斯和非

高斯噪声下的状态估计性能 . 研究还同时发现，文献

［16］中的成果是本文所提方法在一个参数极限情形

下的特例 .

2 模型描述

本文所考虑的一个线性跳变马尔可夫系统表示如下

xk = F sk
k xk - 1 + w sk

k - 1
zk = H sk

k xk + vskk （1）
其中，状态 xk代表系统状态变量，zk为量测量，零均值的

过程噪声wk - 1和观测噪声 vk分别具有已知的协方差矩

阵Qk - 1和 Rk，系统状态转移矩阵由Fk表示，Hk代表观

测矩阵 . 上标 sk作为一个指示变量代表了系统模态，也

被称作离散系统状态 . 若假设跳变马尔可夫系统模型集

具有M个模型，则 sk的序列是一条具有M个离散状态的

齐次马尔可夫链 . sk = j（j ∈ {1，2，⋯，M}）代表 k时刻系

统匹配的是第 j个模型（简称模型 j），模型间转移概率由

转移概率矩阵Π = {πij}
M × M确定，其中每个元素πij代表

由模型 i切换到模型 j的转移概率 Pr (sk = j|sk - 1 = i)，它
对任意 i ∈ {1，2，⋯，M}满足有∑j = 1

M πij = 1.
3 相关熵

相关熵作为一种信息理论领域的测度，表征了两

个随机变量之间的广义相似性 . 具体地说，给定两个随

机变量 X，Y ∈ R和它们的联合分布 F (X，Y)，则相关熵

定义为

V (X，Y) = E[K (X，Y) ] = ∫K ( )x，y dFXY (x，y) （2）
其中K (X，Y)为移不变Mercel核，通常由一个高斯分布

描述［23］

K (x，y) = Gσ (e) = exp ( -( )x - y 2

2σ2 ) （3）
其中，σ代表高斯核带宽，误差 e表示为 e = x - y. 尽管

相关熵在式（2）中可以看作是核函数在联合分布

FXY (x，y)上的期望，但是由于分布 FXY (x，y)通常是未知

的，因此很难直接进行计算 . 一个比较切合实际的方案

是从FXY (x，y)中采样若干数据 e (i)进行近似计算［27］.
V
⌢
(X，Y) = 1

N∑i = 1
N Gσ ( )e ( )i （4）

其中，N 为样本数量 . 可以看出，当 x (i) = y (i)时，

V
⌢
(X，Y)取到最大值 . 因此，最大相关熵的概念就是要

通过寻找式（4）的最大值使随机变量 x (i)和 y (i)之间的

差异足够小 . 进一步，若对核函数Gσ (e (i))进行泰勒展

开，相关熵又可以书写成以下表达式：

V (X，Y) =∑
n = 0

∞ ( )-1 n

2nσ2nn！ E[ ]( )X - Y 2n
（5）

从上式可以看出，相关熵可被看作是随机变量X -
Y的所有偶数阶矩的加权求和，因此它必然包含了更高
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阶矩信息，并且可以由核带宽参数σ调整 . 所以，相关

熵非常适合描述利用常规二阶矩信息所无法完整或充

分描述的数据 .
在相关熵定义的基础上，文献［35］又提出了一个

混合相关熵的概念，它在相应文献中的具体数学描述

如下

M (X，Y) = 1
N∑i = 1

N

( )ρGσ1 ( )e ( )i + ( )1 - ρ Gσ2 ( )e ( )i （6）
其中 ρ是混合因子，可以看出，混合相关熵包含了两个

核带宽参数 σ1 ≤ σ2. 需要指出的是，文献［35］提出混

合相关熵概念的初衷是为了使监督学习的鲁棒性可以

根据数据集中不同的野值发生概率作动态调整 . 而与

之相区别，本文的目标则是希望对具有不同模型概率

的多模型进行融合，属于不同的研究问题 . 在下一节即

将看到，本文所建立的基于相关熵概念的代价函数在

形式结构上类似于式（6），这也正是本文将所提方法命

名为“混合相关熵”的原因 .
4 最大混合相关熵状态估计

本文所提的最大混合相关熵状态估计以交互式多

模型为框架展开，主要分为四个步骤 .
步骤1 最大混合相关熵混合

假设在 k - 1离散时刻的跳变马尔可夫系统模态满

足 sk - 1 = i，即选取了模型 i，给定其模型概率记为 μik - 1，
首先计算预测的混合概率μi|jk - 1如下

μi|jk - 1 = πij μik - 1

∑
l = 1

M

πlj μlk - 1
（7）

通过上式计算得到的 μi|jk - 1作为后续进行输入交互

的混合因子 . 该步骤的主要任务是寻找一个混合状态

估计 x̂0jk - 1|k - 1作为后续滤波器的初始化输入，使之包含

来自于M个模型的信息 . 既然设立最大相关熵准则的

目的是寻找式（4）的最大值，本步骤借鉴这一思想，设

定的目标自然是寻找一个混合状态估计使之满足

x̂0jk - 1|k - 1 = arg max J1 (xk - 1|k - 1)，其中代价函数 J1 (xk - 1|k - 1)
在我们的问题中可以通过引入 L2范数 || ⋅ ||［30］、M个核

分布之和以及混合概率μi|jk - 1进行联合定义如下

J1 (xk - 1|k - 1) =∑
i = 1

M

μi|jk - 1Gσ ( )||xk - 1|k - 1 - x̂ ik - 1|k - 1||( )P ik - 1|k - 1
-1

（8）
其中，x̂ ik - 1|k - 1和 P i

k - 1|k - 1分别为 k - 1时刻已知的对应

第 i个模型的状态和协方差矩阵，矩阵加权的范数在此

作为相关熵核函数的输入参数 .
正如先前所指出，式（8）由于具有M个成分之和，

在形式上类似于具有 2个成分的混合函数式（6），所以

在此处需要作进一步明确区分 . 在原始定义中［35］，核函

数的混合因子 ρ和 1 - ρ代表了选用不同核带宽值所发

生的概率，并且是算法执行过程中认为是固定不变的 .
在我们的问题中，混合概率μi|jk - 1起到了类似于 ρ加权核

函数的作用，但区别在于我们定义的核函数是关于模

型融合误差的，且混合概率 μi|jk - 1是会循环更新和估计

的 . 此外，利用式（8）中的 L2范数形式取代式（4）中的

求和形式，降低了计算误差矩阵中因对每个元素计算

指数函数而引发的计算负担［30］.
对式（8）求偏导并置零可以求得状态 xk - 1|k - 1的解，

即为 x̂0jk - 1|k - 1.
x̂0jk - 1|k - 1 = (∑

i = 1

M

μi|jk - 1Gσ ( xk - 1|k - 1 - x̂ ik - 1|k - 1 ( )P ik - 1|k - 1
-1) (P i

k - 1|k - 1)
-1)

-1

×∑
i = 1

M

μi|jk - 1Gσ ( xk - 1|k - 1 - x̂ ik - 1|k - 1 ( )P ik - 1|k - 1
-1) (P i

k - 1|k - 1)
-1
x̂ ik - 1|k - 1

（9）

可以看出，因为等式右边存在有 xk - 1|k - 1，上式没有

闭合形式的解，此时需要引入固定点迭代的技巧来求

解，该技巧在相关熵相关文献中已广泛采用 . 让 t表示

数据来源于第 t次迭代，则式（9）可重新写为

x̂0j，t + 1k - 1|k - 1 = (∑
i = 1

M

μi|jk - 1Gσ ( x̂0j，tk - 1|k - 1 - x̂ ik - 1|k - 1 ( )P ik - 1|k - 1
-1) (P i

k - 1|k - 1)
-1)

-1

×∑
i = 1

M

μi|jk - 1Gσ ( x̂0j，tk - 1|k - 1 - x̂ ik - 1|k - 1 ( )P ik - 1|k - 1
-1) (P i

k - 1|k - 1)
-1
x̂ ik - 1|k - 1

（10）

注意到上述最大混合相关熵准则下的通解仅仅给

出了混合状态的表达式，在交互式多模型框架下由于

各个步骤间数据传递的需要，混合协方差矩阵仍然不

可或缺 . 现有基于相关熵概念设计的所有滤波器中，协

方差矩阵的递推表达式都是效仿卡尔曼滤波器的协方

差矩阵更新形式得到的，而非通过严格的理论计算，因

此针对本文考虑的跳变马尔可夫系统，上述方法并不

能直接运用 . 为此，我们借助于Kullback-Leibler（KL）散

度融合策略［16，36］进行协方差矩阵的多模型融合 . 于是，

混合的协方差矩阵可以按下式计算 .
P 0j
k - 1|k - 1 = (∑

i = 1

M

μi|jk - 1 (P i
k - 1|k - 1)

-1)
-1

（11）
步骤2 模型条件卡尔曼滤波

一旦混合状态 x̂0jk - 1|k - 1和混合协方差矩阵 P 0j
k - 1|k - 1
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确定了，就可以利用标准的卡尔曼滤波器执行该步骤

包含的预测和更新过程，具体如下

x̂ jk|k - 1 = F j
k x̂

0j
k - 1|k - 1 （12）

P j
k|k - 1 = F j

kP
0j
k - 1|k - 1 (F j

k)
T + Q j

k - 1 （13）
K j
k = P j

k|k - 1 (H j
k)
T (H j

kP
j
k|k - 1 (H j

k)
T + R j

k) -1 （14）
x̂ jk|k = x̂ jk|k - 1 + K j

k (zk - H j
k x̂

j
k|k - 1) （15）

P j
k|k = (I - K j

kH
j
k)P j

k|k - 1 （16）
步骤3 模型概率更新

模型 j的概率利用贝叶斯公式进行后验更新 .

μjk = Ljk
∑
l = 1

M

πlj μlk - 1

∑
i = 1

M∑
l = 1

M

πli μlk - 1Lik
（17）

其中似然函数Ljk服从高斯分布N ( ⋅ )并满足

Ljk = N (zk|H j
k x̂

j
k|k - 1，H j

kP
j
k|k - 1 (H j

k)
T + R j

k) （18）
步骤4 最大混合相关熵融合

为了融合模型条件滤波器的输出结果，再次利用

最大混合相关熵准则 . 要得到最终的融合状态估计

x̂k|k，就是需要寻找 x̂k|k = arg max J2 (xk|k)，其中代价函数

J2 (xk|k)可以效仿式（8）进行选取 .
J2 (xk|k) =∑

j = 1

M

μjkGσ ( )||xk|k - x̂ jk|k||( )P jk|k
-1 （19）

与混合步骤的求解 x̂0jk - 1|k - 1过程类似，通过计算式

（19）的一阶导数可得最大混合相关熵准则下的迭代解

x̂k|k如下

x̂ t + 1k|k = (∑
j = 1

M

μjkGσ ( x̂ tk|k - x̂ jk|k ( )P jk|k
-1) (P j

k|k)
-1)

-1

×∑
j = 1

M

μjkGσ ( x̂ tk|k - x̂ jk|k ( )P jk|k
-1) (P j

k|k)
-1
x̂ jk|k

（20）

同理，为了使协方差阵信息在算法内有效传递，协

方差矩阵Pk|k可以再次由基于KL散度的信息融合策略

得到

Pk|k = (∑
j = 1

M

μjk (P j
k|k)

-1)
-1

（21）

5 算法讨论与总结

5. 1 讨论

事实上，本文所提基于混合相关熵的交互式多模

型方法是文献［16］中基于KL散度的交互式多模型方

法（KLIMM）的一种广义拓展 . 简单证明如下

针对式（10）中的迭代解，如果核带宽σ → ∞，则有

Gσ ( xk - 1|k - 1 - x̂ ik - 1|k - 1 ( )P ik - 1|k - 1
-1) = 1. 将其代入式（10）

可以得到

x̂0jk - 1|k - 1 = (∑
i = 1

M

μi|jk - 1 (P i
k - 1|k - 1)

-1)
-1

∑
i = 1

M

μi|jk - 1 (P i
k - 1|k - 1)

-1
x̂ ik - 1|k - 1

= P 0j
k - 1|k - 1∑

i = 1

M

μi|jk - 1 (P i
k - 1|k - 1)

-1
x̂ ik - 1|k - 1

（22）

类似地，将 Gσ ( x̂ tk|k - x̂ jk|k ( )P jk|k
-1) = 1代入到式（20）

也可得到

x̂k|k = Pk|k∑
j = 1

M

μjk (P j
k|k)

-1
x̂ jk|k （23）

因此，若分别将式（10）和式（20）用式（22）和式

（23）替代，则本文方法在σ → ∞这一极限情形下就退

化成了文献［16］中的 KLIMM. 考虑到以上结论和

KLIMM的关系，当系统状态或观测量为高维数变量时，

本文所提方法也可以拓展至文献［16］中具有信息形式

的交互式多模型方法中 . 定义信息状态向量 yk和信息

矩阵Yk，使它们满足
Yk = P -1

k

yk = P -1
k xk

（24）
则信息形式的式（20）可以表示为

y t + 1k|k = Yk|k (∑
j = 1

M

μjkGσ ( 

Y -1

k|k y tk|k - ( )Y j
k|k

-1
y jk|k

Y jk|k
)Y j

k|k)
-1

×∑
j = 1

M

μjkGσ ( 

Y -1

k|k y tk|k - ( )Y j
k|k

-1
y jk|k

Y jk|k
) y jk|k

（25）
其中

Yk|k =∑
j = 1

M

μjkY j
k|k （26）

在式（25）中令σ → ∞并联合式（26），可以得到

yk|k = Yk|k (∑
j = 1

M

μjkY j
k|k)

-1∑
j = 1

M

μjky jk|k =∑
j = 1

M

μjky jk|k （27）
上式和文献［16］中KLIMM在每一时刻最后得到的

信息状态矢量的表达式完全一致 .
5. 2 总结

本文所提的最大混合相关熵状态估计的核心步

骤总结于算法 1中 . 由于算法是在交互式多模型的框

架下进行推导的，因此很容易发现该算法和传统交互

式多模型算法在表达形式上是十分相似的，主要区别

在于混合相关熵-混合以及混合相关熵-融合这两个步

骤 . 在这两个步骤中设计的代价函数是分别关于

xk - 1|k - 1和 xk|k 的，于是很自然得到了混合的状态估计
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x̂0jk - 1|k - 1和最终的状态估计 x̂k|k. 尽管式（10）和式（20）中

固定点迭代形式的引入和矩阵求逆运算带来了一定的

计算量，但是我们后续会看到，本文算法会以一个相对

合理的代价显著降低交互式多模型估计体系的估计

误差 .
另外还需要注意的是，在式（11）和式（21）中，两个

协方差矩阵 P 0j
k - 1|k - 1和 Pk|k是利用基于 KL散度的融合

策略得到的，并非像式（10）和式（20）那样利用最大混

合相关熵准则得到状态估计解 . 之所以这么做的原因

在于：1. 基于混合相关熵概念设计的代价函数只能得

到系统状态的解 . 2. 我们已经通过融入相关熵的概念

并设计合理的代价函数将高阶信息包含于了式（10）和

式（20）之中 . 所以式（11）和式（21）的目的仅仅是为了

传递状态的二阶信息，因为它既是模型条件滤波器的

输入条件，又是交互式多模型最终协方差矩阵的输出

要素 . 3. 上一部分的 5. 1发现，本文方法是文献［16］所

提KLIMM在引入核带宽参数后的广义扩展，而核带宽

参数的变化仅影响式（10）和式（20）的结果，并不对式

（11）和式（21）产生影响，因此可以使用基于KL散度的

融合策略对协方差阵进行融合，其有效性及合理性可

参考文献［16］等 .
文献［27~29］等基于相关熵设计的滤波算法都引

入了一个阈值，在算法执行时判定固定点迭代是否

继续进行，从而在适当的时候终止迭代计算 . 与此同

时，文献［27，28，30，31］都指出了几次小数目的迭代

步骤就已经可以产生足够满意的估计精度 . 考虑到

本文所提方法已经引入了多次矩阵逆运算，在如下

算法 1中的 2. 1和 5. 1这两个迭代计算步骤里，我们

将不采用阈值检测法而是通过经验选取迭代步数，

后续实验中将测试不同迭代步数对算法相关性能的

影响 .

6 仿真验证

仿真实验模拟了一个二维平面的机动目标跟踪实

例，仿真时间为 100s，并进行了 1000次蒙特卡罗重复实

验 . 目标真实运动模型设定为匀速模型和协同转弯模

型［37，38］的组合 . 状态转移矩阵、过程噪声协方差阵、观

测矩阵和观测噪声协方差阵分别设定如下

F 1
k = éëê

ù
û
ú

Γ1 0
0 Γ1

Γ1 = éëê
ù
û
ú

1 T
0 1 F 2，3

k = é
ë
ê

ù
û
ú

Γ2 -Γ3
Γ3 Γ2

Γ2 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

1 sin ( )ωT
ω

0 cos ( )ωT
Γ3 =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0 cos ( )ωT - 1
ω

0 -sin ( )ωT
（28）

Hk = éëê
ù
û
ú

1 0 0 0
0 0 1 0 （29）

Qk - 1 = q1，2，3ΔI2 × 2 Δ = é
ë
ê
T 2

2 T
ù

û
ú

T
é

ë
ê
T 2

2 T
ù

û
ú（30）

Rk = éëê
ù
û
ú

100 0
0 100 （31）

其中T = 1s为采样时间，ω为角速度 .
在本实验中，目标初始位置为（100m，50m），初始

速度沿X轴和Y轴均设为 5m/s. 在前 20s，目标按照匀速

模型匀速运动，且 q1 = 9. 在第 21s，目标动力学模型切

换成协同转弯模型开始机动转弯，角速率为ω = -4°/s，
且 q2 = 4. 该运动模式持续 20s. 在 41s时刻，目标机动

转弯的角速率切换至ω = +4°/s，且 q3 = 4，此状态持续

至 60s时刻 . 从 61s开始，模型又切换回 21s~40s期间的

状态 . 最后 20s，目标再次按照匀速模型进行运动 . 三
个运动模型的初始化模型概率值均设为1/3.

实验分为两个场景 . 第一个场景考虑过程噪声和观测

噪声都服从常规的高斯分布的情形 . 本文所提方法

MMCIMM主要和利用矩匹配法进行多模型融合的

MMIMM和利用KL散度进行多模型融合的KLIMM作对

比 . 除了以上所提到的模型参数，所有算法的转移概率矩

阵中的元素都设置为πij = 0.8(i = j )且πij = 0.2 (i ≠ j ).
特别地，本文算法中的迭代次数设为2，核带宽赋值为5.

图 1和图 2分别展示了目标的位置和速度的均方

根误差（Root Mean Squared Error，RMSE）. 可以看出，

MMCIMM比MMIMM和KLIMM具有更小的位置和速度

估计误差 . 这是因为，虽然干扰系统和观测过程的过程

噪声和观测噪声是高斯噪声，每个子模型系统状态的

概率分布也都服从高斯分布，但在基于传统交互式多

模型框架的算法中，如MMIMM和KLIMM，混合的系统

状态概率分布本质上却是一个非高斯分布（即使其各

个成分都服从高斯分布），矩匹配法等二阶统计方法最

高只能捕捉到二阶信息并忽略其他高阶信息 .
进一步，我们关注固定点迭代次数对MMCIMM性

算法算法1 最大混合相关熵状态估计算法最大混合相关熵状态估计算法

输入输入：：σ，πij，F
i
k，Q

i
k - 1，H i

k，R
i
k (i，j = 1，2，⋯，M)

输出输出：：x̂k|k，Pk|k
步骤步骤：：

初始化 x i0|0 P i0|0 μi0 = 1/M
for k = 1，2，⋯，K

1. 利用式（7）计算混合概率μi|jk - 1
2. 1给定最大混合相关熵准则的最大迭代次数 tmax，

利用式（10）迭代计算求解 x̂0jk - 1|k - 1
2. 2利用式（11）计算混合协方差矩阵P 0j

k - 1|k - 1
3. 执行条件卡尔曼滤波器式（12）~式（16）得到 x̂ jk|k和P j

k|k
4. 利用式（17）和式（18）更新模型概率

5. 1给定最大混合相关熵准则的最大迭代次数 tmax，
利用式（20）迭代计算求解 x̂k|k

5. 2利用式（21）计算混合协方差矩阵Pk|k
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能方面的影响，实验中，迭代次数由 1依次取到 10进行

测试 . 观察图 3可以发现，MMCIMM在 100s内的位置和

速度平均均方估计误差（Average Root Mean Squared Er⁃
ror，ARMSE）分别在 5次和 2次迭代之后就已经变得非

常稳定，该结果与文献［27，28，30，31］中验证的迭代特

性较为吻合，即不需要太多迭代次数就可以很快得到

较满意的估计精度，但是以上文献是利用相关熵进行

最优化估计准则设计，而我们则是利用混合相关熵设

计了模型融合准则 . 在本实验的示例中，MMCIMM在

取迭代次数为 4和 8~10时，分别具有最小的位置和速

度估计误差 . 但是，不容忽视的是当迭代次数选取较高

值 时 势 必 会增加算法的计算负担，为此，我们将

MMCIMM单次蒙特卡罗仿真的计算开销和迭代次数的关

系绘制于图4中，并同时在图4中和MMIMM及KLIMM的

计算开销相比较 . 从上述两图可以很明显注意到

MMIMM具有最小的计算开销，其次是KLIMM，这是由于

KLIMM算法也涉及了部分矩阵求逆运算，它们在一定程

度上增加了计算量 . 迭代次数设置为2和3的MMCIMM
的计算量大致分别是MMIMM和KLIMM的两倍多，如式

（10）与式（20）所示，其中增长的计算量主要来源于迭代

次数以及多次的矩阵逆运算 . 尽管 MMCIMM相比

MMIMM和KLIMM具有较高的计算量，但是即使迭代次

数仅为2，它在估计误差的性能上也显著地优于二者（如

图1，图2）. 这一系列实验同时说明了有时赋予MMCIMM
较大的迭代数也并非十分必要，因为它会引起高计算负

荷，而且未必会带来显著的估计性能方面的改善 .

第二个实验场景主要考察在观测噪声受到 5%野

值干扰情形下的算法性能，假设野值服从高斯分布

p (outlier) = N (0，80Rk). 根据先前实验的结论，为节约

计算资源，MMCIMM的迭代次数设置为2.
图 5给出了单次蒙特卡罗仿真中MMIMM、KLIMM

和核带宽参数取为 σ = 10的MMCIMM的目标位置估

计轨迹，以及目标的真实运动轨迹和服从非高斯分布

的量测点 . 从图 5中可以观察到，一些明显非常规的量

测点时有出现并远离目标真实运动轨迹和其他服从高

斯分布的量测点 . 相比MMCIMM，MMIMM和KLIMM对

这些野值观测点非常敏感，体现出较大的位置估计误

差 . 这主要是因为高阶信息在MMIMM和KLIMM的体

系中被忽略了，而在非高斯情形下，这种信息的忽略会

比在先前高斯噪声的情景下带来更大的估计误差 .
图 6和图 7分别给出了在非高斯噪声干扰下 1000

次蒙特卡罗仿真的位置和速度估计RMSE. 作为对图 5
展示的轨迹的补充，MMCIMM在本次实验中使用了三

个不同的核带宽值 . 相比高斯噪声的实验，由于野值的

存在使实际噪声体现为非高斯，所有算法的估计误差

都明显增大，尤其是基于二阶统计矩的方法，在多模型

交互过程中丢弃了很多有用信息 . 于是在图 6和图 7中
可以看到MMCIMM和MMIMM/KLIMM 的估计误差曲

线之间的差距显著增加（相比图 1和图 2），无论核带宽

取值如何，MMCIMM都具有最可靠的估计结果 . 经离

 

 

图1 位置估计RMSE (高斯噪声情形)

 

 

图2 速度估计RMSE (高斯噪声情形)

 

 

图3 迭代次数对估计误差的影响

 

 

图4 计算开销比对
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线数据处理，MMCIMM最小的位置和速度ARMSE分别

为 27. 933m（σ = 5）和 10. 370m/s（σ = 10），远 优 于

MMIMM（41. 643m，12. 733m/s）和 KLIMM（33. 226m，
16. 990m/s）. 本文所提方法一个较有前景的特征在于

MMCIMM并没有融入其他鲁棒化滤波估计技巧，在步

骤 2中仅仅使用了最简单的卡尔曼滤波器，这意味着本

方法可为解决其他场景的问题提供了一个鲁棒化的框

架，且鲁棒性能还有继续改进和优化的空间 .

注意到图 6和图 7中MMCIMM（σ = 5）具有最小的

位置估计误差而MMCIMM（σ = 10）具有最小的速度估

计误差，回顾文献［27］曾指出，核带宽值的选取应该根

据具体实验和场景手动选择和优化，于是我们最后对

核带宽参数进行了测试，考察其对MMCIMM估计结果

的影响，并从中探求是否能根据本实验设置寻找到最

合适的核带宽值 . 图 8曲线给出了不同核带宽值对

MMCIMM估计结果的影响 . 图中结果表明，核带宽值

在 4~5之间具有最小的位置估计误差，而速度估计误差

则随核带宽值的增加而单调递减，在取值为 10时具有

最小估计误差 . 由上可以得出结论，如果需要同时拥有

良好的位置和速度估计误差，应避免选取较小的核带

宽值 .

7 结论

本文针对跳变马尔可夫系统状态估计问题提出了

最大混合相关熵交互式多模型状态估计方法，该方法

主要特征是分别在混合和融合步骤设计了基于混合相

关熵准则的代价函数，并通过最大化该函数得到迭代

形式的状态估计解，同时给出了所提方法的信息表达

式 . 仿真实验结果表明，该方法对于线性跳变马尔可夫

系统，尤其是在非高斯噪声干扰场景下的状态估计性

能具有显著的提升 . 本方法后续可方便地移植到非线

性跳变马尔可夫系统的状态估计问题中 .
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